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Nombres complexes : quelques bases

Ce document rappelle quelques notions essentieclles vues au lycée ou en
BTS/IUT concernant les nombres complexes. Pour se préparer a la rentrée en
classe préparatoire, il est conseillé de bien travailler ce document mais aussi vos
éventuels cours sur le sujet.

On note R ensemble des nombres réels.

Il existe un ensemble appelé
ensemble des nombres complexes,

et noté C tel que :

eRCC

e C est muni de deux opérations + et x qui prolongent les addition et
multiplication de R

e C contient un élément noté i tel que («1» comme « imaginaire »).

(R « est inclus dans » C)

Ezxemple : 2i et 3 + 2i sont des nombres complexes.
On a 2i+3+2i = 3+4i et 2 x (342i) = 6i+4i% = 6i+4(—1) = —4+6i.
I Forme algébrique d’un nombre complexe
I.1  Généralités
(Proposition : A

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique couple (a,b) de réels tel
que z = a + ib. Cette écriture est appelée forme algébrique de z.

a est la partie réelle de z, on note a = Re(z)

b est la partie imaginaire de z, on note b = Im(z).
- J

Exemples : Le nombre complexe z = 3 — 2i est écrit sous forme algébrique.
On a Re(z) = Re(3 — 2i) = 3 et Im(3 — 2i) = —2.

Le nombre complexe 2z’ = 5i est aussi sous forme algébrique.

On a Re(5i) = 0 et Im(5i) = 5.

Remarque : Lorsque Re(z) = 0 on dit que z est imaginaire pur. On note iR
I’ensemble de ces nombres.
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A Exercice 1: Quelques calculs dans C (mémes regles de calculs que dans R)
Ecrire sous forme algébrique :

a) (2431 +(@A—5)  b)(2+3)(4— 50)

c) (2 + 3i)2

Correction:

a) (2+3i) + (4 - 5i) = [6 — 2i]

b) (2+31)(4 — 51) = 8 — 10i + 12i — 1512 = 8 + 2i — 15(~1) = [23 + 2i].
c) (2+3)2=22+2x2x 31+ (31)2 =4+ 121 — 9 =[5 + 12i].

( . .

Proposition :

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie
réelle et méme partie imaginaire.

En particulier : z=a+ib=0<=a=0etb=0

.

A Il ne faut jamais écrire une inégalité entre nombres complexes :

1==i=1 n’a aucun sens.

1.2 Interprétation géométrique d’un nombre complexe

Le plan muni d’un repére orthonormé direct (O; i, ¥) est appelé plan complexe

(Proposition-Déﬁnition : A

A tout nombre complexe z = x + iy

on peut associer de facon bijective o
1 axe 1maginaire

un et un seul point M de coordonnées (x;y)
. ) T
et un seul vecteur w de coordonnées < )
L
(@ = OM). y

On dit que : 7
e M est 'image de z, notée M(z)
e W est le vecteur image de z, noté wW(z) O] g
e 2 est I'affixe du point M et du vecteur .

& J
Ezemples : Le point A(—1;2) est 'image de z4 = —1 + 2i.

U est le vecteur image de z = 1.
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[Proposition : II Conjugué d’'un nombre complexe
Soient A et B deux points d’affixes respectives z4 et zp, alors
Définition : On appelle conjugué du nombre complexe z = a + ib
@ le vecteur E a pour affixe zg — z4 PP JUug plex T,
24+ 25 le nombre complexe noté .
@ le milieu du segment [AB] est le point d’affixe —
\ — -
Ezemples : 1+i=1—1 ,i=—1 et 2=2.
# Exercice 2 : e immagina <\+
X€ 1maginaire
a) Construire les points A, B et C' d’affixes respectives z4 = 2, zp = —%i
et zo =2 —1. I e NPT 1
nterprétation géométrique :
b) Quelles sont les coordonnées du milieu I du segment [AB|? L 3 ! bt-—-—----- o M(2)
c) Représenter un vecteur @ d’affixe 2 + 2i. L'image M’ de % est le symétrique ] | z=a+ib
d) Quelle est affixe du vecteur BC? - ) .. 7 :
par rapport & I'axe réel de I'image 1, ! '
Correction: M de z. o\ & al axe réel
|
I
On se place dans le plan complexe. axe imaginaire |
. 31 b= 4M’(2)
a) et c¢) ci-contre. —I—V
b) Le point I a pour affixe 21 (Proposition : N
_ 34 _ o _
2 = AT 2B = 2 2121_§1_ @ Pour tous 2,2’ €e C,onaz=z2,z2+2 =z+2 , 22/ =z2 ,
2 2 & 14 —~
_ 2o
D’ou les coordonnées du point I sont (1; _?1)' ¥ - et (;) - si 2/ # 0.
0 axe réel .
d) Le vecteur B% o o Gt 1 0fo 51 P 3 @ Pour tout nombre complexe z = a + ib,
zﬁ:zc—zB:2—i—(—%i):2+%i. N /,'} 2z = (a+ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a® — i2b% = |a® + 1?|.
On a ﬁ <132>- 1];; \@ Le nombre complexe z est réel si et seulement si z = Z. )
=21

e "
Proposition :

® le vecteur 4 + ¥ a pour affixe z + 2/

Soient u et v deux vecteurs d’affixes z et 2/, alors

\@ plus généralement le vecteur A\ + uv’ a pour affixe Az + pz’ avec A\, u € R.

Exemple : = =

/" Méthode: Comment mettre un quotient sous forme algébrique ?
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur.

1+i (1+1)(3—4i) (1+i)(3—4i) 3—4i+3i—4(-1)
3+41 (3+4i)(3—4i) 32442 25

On reconnait 2z 7 1.

= i.
25 25



ATS - LyciéE CANTAU Annexe E. Madec

ﬁExercice 3: Définition : On appelle module du nombre complexe z = a + ib et on note
Résoudre I'équation (E) : (4 —5i+ (2+ 3i)2)(2i — z) = 0 dans C et écrire |z| le nombre réel positif défini par

les solutions sous forme algébrique.
|z2| = Va2 + b = 2z

Slrreel o Interprétation géométrique :
Soit z € C, ’
(4—=5i+(2+3i)2)(2i—2) =0+=4-5i+(2+3i))z=00u2i-2=0 e Soit M d’affixe z un point du plan complexe alors |z| = OM = HOMH
<= (2+3i)z=—-4+biouz=2 —
( _i 45 e Soit 4 d’affixe z alors |z| = ||| (on pose @ = OM).
= z= — ou z = 2i . . , @
2+ 3i e Soient A et B deux points du plan d’affixes z4 et zp alors AB a pour affixe

zg — z4 d’ou HEH = AB = |z — z4|.

. . - 1 2iL.Q
Ecrivons la solution sous forme algébrique :

+ 31
445 (—4+50)(2—3i)  (—4-+51)(2 — 3i) - » t Exemple : Soient A(4 + 2i) et B(1 + 3i) deux points du plan complexe. On a
24+31 (2+3i)(2—3i) - 22 | 32 (méthode yue precedemment) OA:‘ZA‘ = ’4—|—21’:\/42+22:\/2 :\/5><4:2\/5 unités.
_ (=4450)(2 - 3i) AB = |zp —za| = [1+3i— 4 —2i| = |-3 +1i| = \/(=3)2 + 12 = V10 unités.
449
. . - . N
=8+ 12i + 10i — 15(—1) Proposition : Pour tous nombres complexes z et 2/,
13 @ |2 = 22 ® || = || = |2 = |3
) , , - 2| _ e
13 " 13 ® |22/ = |z| x || @Slz#Oalors;:m
On a bien mis la solution sous forme algébrique. ® ‘Z 4 z/‘ < ’Z‘ 4 ’Z/| (inégalité triangulaire)
N _ J

Bilan : L’ensemble des solutions de (E), écrites sous forme algébrique, est

S — 7 +22, - Aen général |z + 2'| # |z| + |7/
- E E17 1,.

IV  Forme trigonométrique d’un nombre complexe

non nul

III' Module d’un nombre complexe R

+

2 . .
SOIt M un pOlnt du b + 85_111_9 ___________ M(Z)

Soit M un point du plan complexe b |M(Z) plan complexe . s
d’affixe z = a + ib. |Z|=\/X/-2r+b2 i z=a+ib d’affixe p=l : = pcosf+ipsinf

= . o .
La distance OM est alors égale a va? + b. i i C—a+ib£0. v ) L= p(cos 0 + isin0)

| |
0 i a o i a= pcosf
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(3 .. . oy
Proposition-Définition :
Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire z = p(cos + isin ) avec

p =|z| > 0 le module de z, et

s
6 € R une mesure en radians de l'angle orienté (@, OM) ou M est I'image

de z dans le plan complexe.

Cette écriture s’appelle forme trigonométrique de z.

Le réel 0 est appelé un argument de z. Il n’est pas unique car défini a 27
pres.

\On note arg(z) = 0[2x]. )

A Si z =0 alors |z| =0 et il n’y a pas de notion d’argument et pas
de forme trigonométrique.

# Exercice 4 :

1) Donner le module et un argument pour 2i, —1 et 1 —1i.
2) Ecrire z sous forme algébrique sachant que |z| = 3 et arg(z) = §[27].

3) Ecrire z = v/3 — i sous forme trigonométrique.

Correction:

1) On détermine les modules avec la formule :

21| =vV02+22=2 , |-1|=+/(-1)2+02=1 .
N

et |1 —i] = IZ 1 (12 = V2. (1) <

On peut ici déterminer les arguments graphique-

—

v

ment : sl
arg(2i) = §[2n] , arg(—1) = w[27] M}(l_l)o _lg 2
et arg(l —i) = —Z[27]. M"(1=1)

On peut donc écrire ces nombres complexes sous forme trigonométrique :
. e _ .
2i = 2(cos § +isinf) , —1 = (cosm +isinm)

et 1—1i=+v2(cos(—%)+isin(—%)).

3(3+19) =|§ + 2

2) z=3(cos § +isinf) = il

[\GI[V]

Correction:
3) z=+3—idot|z| = /(V3 -1)2=3+1=V4i=2.
Soit § un argument de z alors z = 2((:059 +1isin6).
V3 —i=2(cosf +isinf) <= /3 —i=2cosf + 2isinf
{\/§ = 2 cos 0 [parties réelles égales]

—1 = 2sin 6 [parties imaginaires égales|

cosf = @
sinf = —%
— 0= —%[QW] [¢f. trigonométrie].

Bilan : z =2 (cos(—%) +isin(—%)).

(1 ..

Proposition :

@ Siz = p(cosf +isinf) alors z = p(cos (—0) + isin (—0)).

@ Deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont
méme module et méme argument & 27w prés.

Remarque : Si z = cosf +isinf et 2’ = cos#’ +isinf’ (les modules valent 1)

alors zz' = (cosf + isin@)(cos @’ +isin’)
= cosfcos® —sinfsinf + i(sinf cos b + coshsinb’)
= cos(f+0") + isin(6+6)

. s ! /
Or 'exponentielle vérifie pour tous z, 2’ € R, e%e? = 17

el = cosf +isind

Notation : On décide alors de noter le nombre complexe

de module 1 et d’argument 6.

. . ; o/ L. . /
Conséquences : Le produit de z = €l et 2/ = €l gécrit 22/ = = elfelf’ — (l(0+0)

De plus la forme trigonométrique devient | z = p(cos 6 + isinf) = peld.

Ezxemples : En reprenant la question 1 de I’exercice 4 on a donc :

2i = 2(cos § +isin ) = 22 | —1=(cosm+isinm) ="
1—i=+2(cos(—%) +isin(—%)) = V2™ i

Et aussi € = cos0+isin0=1 , ez =i etc.




